Calka potrojna — zastosowania geometryczne

Zastosowania geometryczne calki potrdojne;j

Objetosé bryly
Objetosé bryly ¥ mozna obliczy¢ korzystajac z nastepujgcego wzoru:

v|= f f f dxdydz . 9)

Przyklad 5. Korzystajac z calki potrdjnej obliczy¢ objetosc:
a) obszaru V' ograniczonego ptaszczyznami: x=0, y=0, x+y=1,
x+y+z=2,z=3,

b) obszaru V ograniczonego powierzchniami: z = x? + y*, z=2—x* +)* .

Rozwiazanie.

a) Obszar V (rys. 9a) od dotu jest ograniczony plaszczyzng x+y+z=2
(przecinajacg osie uktadu wspoétrzednych w punktach: (2,0,0), (0,2,0),
(0,0,2)), od gory ptaszczyzng z=3, a po bokach ptaszczyznami: x=0,
y=0, x+y=1 (réwnolegla do osi Oz oraz przecinajacg pozostale osie w
punktach: (1,0,0), (0,1,0)). Na rysunku 9b przedstawiono rzut obszaru V na
ptaszczyzne Oxy.

a)

Rys. 9. Ilustracja do przyktadu Sa



Traktujgc obszar V' jako normalny wzgledem ptaszczyzny Oxy oraz patrzac
na odpowiednie rysunki fatwo mozna ustali¢ granice zmiennosci wspotrzednych
dowolnego punktu P(x,y,z) obszaru V:

V={(x,y,2):0<x<1,0<y<]l—x, 2—x—y<z<3}.

Objetos¢ bryly V' obliczamy korzystajac ze wzoru (9):
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b) Bryta ¥ (rys. 10a) od dotu ograniczona jest paraboloida z=x* + y*, a od
gory stozkiem z=2—+/x*+)> (jego wykres mozna otrzymaé odbijajac
symetrycznie wzgledem plaszczyzny Oxy  wykres stozka obrotowego
=./x* 4+ »? , a nastepnie przesuwajac go o dwie jednostki do gory).
W celu obliczenia objetosci wprowadzamy wspotrzedne walcowe:
X=rcosy

y=rsiny .
z=2z



Rys. 10. Ilustracja do przyktadu 5b

Korzystajac z tych zaleznoSci wyznaczamy réwnania danych powierzchni we
wspotrzednych walcowych:
z=x>+y* =r’cos’ p+r’sin® o = r?

oraz

z:2—\/rzcoszup+rzsin2up =2—r.
Zatem wspotrzedna walcowa z dowolnego punktu naszego obszaru bedzie si¢
zmieniata w przedziale:
2 <z<2-—r.

Aby wyznaczy¢ obszar D (rys. 10b) bedacy rzutem bryly V' na plaszczyzne
Oxy, szukamy krawedzi przecigcia si¢ danych powierzchni. W tym celu
przyréwnujemy prawe strony rownan z=r>, z=2—r (rozwiazujemy ukltad
rownan) i otrzymujemy rownanie kwadratowe r°+r—2=0. Po jego
rozwigzaniu i odrzuceniu rozwigzania ujemnego (poniewaz » >0 ) uzyskujemy
r=1.0bszar D jest wigc kotem o promieniu réwnym 1. Otrzymujemy zatem:

V'={(r,0,2): 0<r<1,0<@<2m, 1’ <z<2—r}.

Obliczamy objetos¢ obszaru V-

2—r
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